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Capitulo 3

Solucién de Problemas con Con-
diciones de Frontera:

3.1 Introduccioén:

s:J=0, J,=0 vy r,, =0

Entonces N B=0, N.B=0

De larelacion constitutiva:

N°B=mN [H+M]=m[N" H+N" M]=0

N"H+J,=0\ N H=0 ...(%)
También:

NeB=mNJ{H +M]=m[N-H +N-M] =0
NeH-r,, =0\ RNeH=0 ..... (ii)

Por (i): H=-NV_, en (ii):
NZ\/m =0 Ecuacion deLaPlace. (3.1

Para resolver un problema magnetostético se debe
encontrar la solucién de la ec. (3.1), que cumpla las
condiciones de frontera, es decir, el comportamiento de
los vectores de campo en la(s) frontera(s) de la regién
considerada. Expresando la ec. (3.1) en coordenadas
rectangulares:

v, TV, L T,
ﬂﬂxzm + ﬂﬂyzm + ﬂﬂzzm =0 3.1)b

L as soluciones fisicamente correctas paralaec. (3.1)b
se denominan “funciones armonicas’, también es posi-
ble la solucién en coordenadas cilindricas o esféricas.

3.2 Comportamiento de los vectores
del campo magnético en una frontera:

En €l caso concreto del campo magnético se debe es-
pecificar el comportamiento de H y B para garantizar
la unicidad de lasolucién delaec. (3.1)

3.2.1 Intensidad de campo H:

Stratade aplicar laley circuital de Ampere a contorno
ABCDA infinitesimal:
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@H-dl = QJS-dS
Si Dh® 0, Entonces:
@H-dl »(H, - H)dl

De donde resulta:

HZt - H]I :‘]s
Hzt'Hlt:Jsxn (3.2)
nx(H,-H,)=Jg (3.3

Una consecuencia importante: La componente tangen-
cial (Paralelaalainterfase) de H es continuaen la
frontera entre 2 medios materiales si en dicha frontera
no existe corriente eléctrica superficial.

3.2.2 Induccion de campo B:
Setrata de aplicar laley de Gauss paraB a volumen
infinitesimal:

\

Q B«dS=0, si Ah® 0, entonces:
@PB-dS» (B2n -B,, )-dS =0 vdoresenla

frontera Ah ® muy pequefio

De donde resulta:
B,, =B, (3.4)a
neB,-B,)=0 (3.4)b
\ Lacomponente normal (Perpendicular alainterfase)

de B es siempre continua en la frontera entre dos me-
dios materiales.

3.3 Problemas de contorno en coorde-
nadas cartesianas:

Lainterfases o fronteras son superficies planas.
Resol veremos problemas en dos dimensiones:

ﬂXZ ﬂyz
Pero V,, es funcién armoénica, teniendo como propiedad

el poder expresarse como producto de funciones de una
solavariable, es decir:

Voo = o9
Reemplazando (3.6)a en (3.5):

(3.5)

(3.6)a
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2 2
g % +f d_g =0
dx dy _ _
dividiendo: Rtgl)én Region
1d*f 12 @
1d d°g _ -0
f dX g dy >y
Se deduce que esta ecuacion solo es posible si cada
término esigual a una constante (real) esto es: Hi L T Hz
X ) dx? Fig.3.4Db n=a,
6
1 d’ 9_. k? d* g + kzg =0 Carécter antisimétrico de la componente de H paralela
g dy* dy al plano de corriente: H,, = H, | y=0

Se conoce la solucion:

_ kx - kx _ _ jky iky
fo=Ce*+Ce"™, g, =De" +D,€e
0 en su forma usual:

Usando (33)b:  Hy, - H, =JS><n|y:O
pZ0

= Asenh(kx) + A, cosn(kX) {i 360 Paralaregion (1) - 2H, = +J,C0Se— 2a;
— : a
Q1) = Bsenn(ky) + B, coshlky)y) - 0
Nota: Es posible también el uso del Potencia Vecto- o _ J cosw Z0
rial. m a g
Paralaregion (2):
Ejemplo 3.3.1: . .
jemp . . . 29 ') _ o
En €l plano xz existe una densidad superficial de ——— =-Jycosc—=
corriente eléctrica Js. Hallar H en todo €l espacio. m ag

En conclusi én'

i
1 ”1)

f (0) :

I <0

&bien &t

py P
. ?’0 =0 ® fy=Ce*+Ce ®

ag
_— n'bJo

paay<0, f'y = 5 y J(gnl f,, =0
Solucioén: Usaremos € potencia vectorial A; por la mJ,a Py
naturalezade Js: A = A3, Luego: N2A=0, entonces: f,) = N e
1111;;\ LA‘O ycomo A= T.,)g, tenemos paray >0, f'o =- nz,zJ y Iy|®rg f,, =0

of "+fg"=0 ... (@) J,a
Para aplicar condiciones de contorno en €l plano xz se entonces: f(y) -
debecalculalilH A Ejercicio: Graficar |H| VsYy.
H ————(fg a - df'a)
m Ejemplo 3.3.2:

Lafiguraesun modelo del entrehierro en una méguina
eléctrica, el devanado rotérico puede imaginarse como
una densidad superficial de corriente Js. Hallar B en €l
entrehierro.

20
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m® ¥

s

m

2
Js:\]gay

XX | (XeX(D(Xo) X
////ﬁ‘/é S

D

Js= Josm(pb_x)
Solucién:
NV, =0 ® V,=Vouy = fy)
g"f+gf"=0....... (i)

como m® ¥~en rotor y estator: p H; =H3=0
y:H,=-NV, =-(f'ga, + fg'ay)
condiciones de contornoeny = O:

Hzr' Hlt :Jsxn|y=o n:ay

Hy =- Josin(F)a, =- i ggac - (i)

condiciones de contornoeny = a

Hy-Hy=0[,., n=a
Hy=0=-f'ydwd - oooron. (iii)
De (ii): ', =sin(%) 9o = Jo

De (iii): 9 =0

Luego: i, =- 2cos()

d? (2)’g=0 ® g=Ce" +Ce"
dy

De las condiciones de contorno: J, =C, +C,

0=Ce ba C, gh? , resolviendo:

Cl_

Jeb

Jo

smh(L)

c - J,e™

gt T g gt

Qe 2(y-2a) eb(y Ay
e 1]

ofo
QD

<ot Snhé (- a)p)

—— —{sin(8*)sinhg (y- a)gp, -
cos(5) cosh & (v - a)py}
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3.4 Problemas de contorno en coorde-
nadas esféricas:

Las interfases son superficies esféricas, trataremos
problemas con simetria azimutal ; es decir independien-
tesdef. Escribiendo (3.1) en coordenadas esféricas:

1‘ﬂaezﬂVo 1 ‘ﬂae ﬂVo

=0
r‘ﬂrg ﬂrszﬂQ‘ﬂqg 19 &
.......... (3.7
Por propiedades de funciones armoénicas:
Vi = T %)
(3.8)a

como en € caso de la seccion 3.3 se obtienen dos ecua-
ciones separadas; para el caso de g, , se obtienela
[lamada “ ecuacion de Legendre”; la solucién completa
€s:

¥
_ 8 - n - (n+D)
Vm(rq) =a 8A1r +Cnr HDH(Cosu)
n=0

(3.8)b

PL(cos;) €S lanotacion general paralos “Polinomios de
| FB(COSQ) =L Pl(oosq) =Cosq ;

Legendre’, |

f Prcos) =3(3c05%q - 1);
cuando se resuelve problemas donde las interfases son
superficies concéntricas ec. (3.8)b, puede simplificar-
se

m(rq) A)+Cr +(Air+C1r-2)C05q

Pero A esirrelevante (interesacalcular H y B), A1y Co
corresponden a una carga magnética puntual (que no
existe)' entonces la solucion para este caso es.

Vi) = Arcosq+Cri?cosq ... (38)c

Ejemplo 3.4.1:
Considérese una esfera con magnetizacion propia uni-

Fig. 3.5 Uniman esférico.

formey constante, héllese los campos dentro y fuerade
ela
Solucion: Paraé€l interior:

Ve gy = Arcosq +Cpr % cosq
Parael exterior: Vo) = Al c0sq +C,r? cosq
Debetomarse C, =0y A, =0 paraque V,; este
acotadoen r =0y V_, loestéen r® ¥ .
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Por definicion: H =- NV, =- MaT - }Maé

1Ir r fq

Calculando |os campos:

H,=- Acosqa +Asinga,

H,=2C,r°cosqa +C,r°singa,
En el exterior B, = mH ; en el interior (magnetiza-
cién propia) debe usarse larelacion constitutiva:
B,=m(H,+Msa,).
Expresando M, en coordenadas esféricas:

Mqa, =M,(cosga, - singa,), asi:

B, :[(Mo - A)cosqa, +(A - Mo)smqaé]

ahora podemos aplicar las condiciones de contorno en

a. -A+M,=2C,a* .. (i)
A=Ca’ ... (ii)
Finalmente;
M
H =._0
1 3 a,
06@0

H, __8_ [2cosqa, +singa,] (i)
Observaciones:
a) Comparando (iii) con ec. (1.16)b observamos que

el campo es dipolar con m=3p a‘Q‘M0

b) El campo interior H; es opuesto aM; por dlo se
denomina "campo desmagnetizante". El factor 1/3
(que afectaaM,) se denomina "factor desmagneti-
zante" delaesferaNy, (H; = -NpM)

Ejercicio: Hallar €l factor desmagnetizante de un iman
cilindrico muy largo.

Ejemplo 3.4.2:

Hallar € factor de blindaje magnético parala esferade
hierro delafig. 3.6

Fg 3.6 s

Dipolo Magnético apantallado por una esfera ferro-
magnética.

Solucién: Se pide calcular hy, = H3'/H3, donde: Hj' es
el campo sin laesferay Hz esel campo con la esfera.

=Arcosq+Cr*cosq r<a
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C, ! 0, porque existe la fuente de campo puntual m,

por consiguiente: C, = Ul (ver ec. 1.17)
Para el resto del espacio:

=Arcosq+C,r®cosq a<r<b
.=C r'zcosq r>b
Observarque (m)/4p) , Solo serequiere hallar
H3 C3

Cs
Para aplicar las condiciones de contorno, calculamos
los campos:

(1)} H,=(2Cr*- A)cosqa, +(Cr°+A)singa,
TB,=mH,

(2)} H,=(2Cr - A)cosqa +(Cr°+A)singa,
TB =mKH,

(3)| H,=2C,r %cosga, +C,r°singa,
TBs=mH,

Las condiciones de contorno enr = a'y b, producen las
siguientes ecuaciones:

-A +A +a’C, +0 :%3'3
0 +A +b°C, -b°C, =0
A-K,A+2K a’C, +0 =2a’

0- K, A +2K b°C,- 2b°C, =0
El determinante de la matriz de coeficientes:

-1+ ad 0
o 1 p®* -p?
11 -k, 2k.a® 0

0 -K, 2K p? -2073

D=a’h®(2K *+5K_+2)+2b°(2K_- K _*-1)
Como sdlo nos interesa calcular Cs;

-1 1 a® za
-3
DC, = 0 1 b 0
1 -K, 2Ka° ga?
0 -K, 2Kpb® 0
DCs = (9Kma b ?),
C3= DCs _ m a®Kma ®p’° 2
D 4& D g,
Finalmente:
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H3' _ 4p _
Hs rrbaeaKma 3 0

H& D g

é gl

e v 2kt (Kn- 228 B0
Ha 6 &bgyg

Ejercicio: Calcular €l factor de blindaje magnético para
€l caso de unaesferahuecaderadiosay b (a< b) de
permeabilidad relativa K, con H, como campo exter-
noy H; campo dentro de la parte hueca de la esfera.
(HJ/H1="7)

3.5 Problemas con geometria cilindri-
ca:

Resolveremos problemas con uniformidad axial (inde-
pendientes de la coordenada z). La ecuacion de Laplace
en coordenadas cilindricas es:

19 e MVab, 1ﬂ
PR TR A

Por propiedad de |as funciones armonicas:
Vm(r,j ) = f(r)g(j ) (3.10)a
Siendo la solucion:

=0 (3.9)

Vm(rj) (A)+CLnr )(i +1)+
+& (Ar"+Cyr ")(sin +costj )
n=1
(3.10)b

Si las interfases son superficies cilindricas concéntri-
cas.

Vi iy = (Ar +Cyr “*)(sinj +cog )
Si los gjes se eligen apropiadamente, basta con una de

las dos funciones trigonométricas. Usaremos la si-
gui ente solucién para las aplicaciones:

= Ar cog§ +C,r 'cog (3.10)c

Im(fJ)

Ejemplo 3.5.1:

Sea un material magnético en formade cilindro largo
(radio “@’) cuya permeabilidad magnética relativa es
Kmi. Este material estatotalmenteinmerso en un medio
muy extenso de permeabilidad relativa K, en el cua
existe un campo uniformey constante Byay. Calcular la

M inducidaen €l cilindro.
Ay

_> Boax

| > X

/L
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Solucion:

Regla: para usar la ec. (3.10)c debe orientarse la mag-
nitud vectorial dato paralelaal eje x.

L os potenciales escalares son:

= Ar cosj
=Arcog +C,r-

Néteseque A, 1 O porqueen I ® ¥ existeun
campo uniforme B,, luego calculamos A; asi:

limV_, =Arcog =AX

r®y¥
ﬂ;)jz a, =-mK ,Aa, =Ba,

ml(rJ)

1 -
VmZ( r) Coq

limB, =-mK_,

r® ¥
B
\ A=-—
%sz
CalculodeH:

H=-NV_ =-

WV 1V,
a. -
1Ir r1
H,=- Acog a, +Asinj a,, B, =K ;H,
y-.®8 .G oCOSJ N
? ermeZ r B a”
B, .C,0._
+—5 =8N a,
%sz r /]
B, =K, ;H,.
L as condiciones de contorno dan |as ecuaciones:

2m2 (I)

e

L2
¢
e

(if)
De (i)y(ii) seobtienen A YC, y larespuestase

B _ .
caculacon: M, =—2 - H,, seglin relacién constitu-

tiva.

:(Kml ZBO(Kml' 1)

DH, =
%(Km + sz)

3.6 Conductores perfectos y ferro-
magnetismo ideal:

En muchos casos conviene idealizar el caracter conduc-
tor de un material (s ® ¥) o el caracter ferromagnéti-
co (m® ¥), los resultados asi obtenidos son una acep-
table aproximacion alas soluciones exactas.

19 No existe campo magnético dentro de un conductor
perfecto. Esto esH = B = 0. Puede existir en la superfi-
cie de dicho conductor y en consistencia con las condi-
ciones de frontera una corriente superficial (ver capitu-
[0 6)
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\__,-/V
Fig.3.8a H, Condde

contorno:
@ xxxxxxJs  B,=0
YL/, Hy® O

1)

2°) En todo material ferromagnético existe B; luego,
paraque B = nH seasiemprefinitaH ® 0 cuando

H1=Bl=O S® ¥

m® ¥
Fig. 3.8b Cond. de
) l i l contorno:
H2t:O
YL/ By 1 0
H,=0 m® ¥ "

3.7 Método de las Iméagenes:

Andogo a empleado en Electrostética; €l efecto de los
medios materiales es tomado en cuenta usando lineas
de corriente o dipolos imagenes.

Ejemplo 3.7.1:

Se tiene una cubeta muy grande lleno de aceite (per-
meabilidad relativa K ) a una altura h sobre la superfi-
cielibre de aguel pasa un conductor horizontal paralelo
aaguella. Si el cable esmuy largo y de radio despre-
ciable, calcular é campo magnético en todos |os me-
dios cuando aquel transporta una corriente |.

/I]\I
|

Fig.39a
g m

MKm

Solucién: El método consiste en reemplazar los medios
materiales por un conjunto de alambres rectilineos
(imagenes) de tal manera que se cumplan las condi-
ciones de frontera.

Notar lasimégenes ', I" asi como las direccionesy
sentidos de los campos expresados por: a,” Ry, a; R».
Solucion:

a) Expresar los campos H paralos medios (1) y (2)

24

1 &a,” R,
»g R’
_l&"a,” R, 0
¢ PE R R g
b) Expresar el campo B de acuerdo a tipo de materia
B,=mH,; B, =mK.H,
¢) Aplicar las condiciones de contorno con los campos

obtenidosde () y (b) :
DelaFig. 3.9b:

Ising - I'sing =1"sing
[-1'=1" @)
lcosq - | 'cosq =K | "cosq
I +1'=K_I" (i)
,_aK -10 .
| —(; | "=
aK +1g
CéculodeM;: M, =(K,, - DH,
_aK, - 1oee 21 06% R, 0
& XK, R
De donde deducimos:
J, =N" M,

l'a,” R, 0

Z
L
R g

H,=

2l

M,

=M, n

Jsu

y

OM g,

Fig. 3.9c
1 .
x.y)

=(x',y" h)
a, R,=xa,- (y- ha,
a, R, X3, (y-ha,

RZ (XY +(y-hy

3, 3,
Al T
Ty
X

a,
Rl
' )|
_ (y-h) ' 0
(x)*+(y*- h)*  (x)*+(y"- hy?
176 X u 1¢ y-h W
By Y T S+ (y- P

i
=aic
|
é X' u_ -x%+(y- h)?
)+ (y- 2 1)+ (y - )T
€ y-h _ X (y-h?
YT )+ (y- )Y
8% R, 0]

entonces: N~ ¢ 5 2:=0 ® J, =0
e R g

X
all
fix

CE\ c
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I : . | sing
Jo=——(-8ng-sing)a, =- ——a,
" 2R TR

¥
comoene gemplo3.7.1: |4 = Q Jgax=-1

Nétese que una corriente dc induce otra corriente en un
conductor perfecto. Cuando s esfinita, paralograr esta
induccion se requiere una corriente ac.

Ejemplo 3.7.3:

Cercade la superficie plana de una plancha de acero
(m ® ¥) sesitaen el aire un marco triangular, por
el cual circulaunacorriente | = 2A. Las dimensiones

. h - -
sing = ® Iy = ) Jg estan en cm. Hallar B en €l punto P.
/hZ + XZ ey A
+¥ 2
| _ (K-l h dX_(Km-l)l
i p(Km+1) x:g (h2+X2) (Km+1) 1 ,\
lusion: |'=1 P
conclusién M 2 3 m
Ejemplo 3.7.2: e
m
Hallar los campos en todas partes debidas a conductor
unifilar de lafig 3.10a frente a un conductor perfecto Solucioén. Primero resolvemos:
muy extenso.

(2) rT|'@I M VerFig.39b

o)
Fig.310a__h m ) me ¥
S® ¥

Segln 3.7.1: =10, 2
T UEK L (KD
Cuando K ® ¥  tenemos:
I'=1, 1"=0 ® H,=0

Pero B, 1 0, siendo
_mK,& 2l 0a,” R,
p EK,+ly R?

1

Notese el cumplimiento de la ec. (ii)
De aqui deducimos que en el acero existe un circuito
imagen:

E& Circuito redl
Como H,,B, sonnulos, debeser: | " =0,

B,-n=0yexiste Jg en y=0

mH,sn=0con R =R, 7 Circuito imagen

my(lcosq +1'cosq)=0 ® |'=-]|

El célculo pedido se hace con laférmula del gjemplo

condiciones de contorno: Jg =N’ (H2 - Hl) en 13
=0 e u
' | éa," R, a,” R,U B= b le * i_z u
= > =
JS:n'_éaz Zz_az 1 4pr 8\/L1 +r \/L2 +r°H
e R R™ G

25
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L L e
L os tramos verticales no contribuyen a B.
L os tramos horizontal es pueden calcularse asi:
a) circuito real: 7 re
3 —> |
1 : ; |
b) circuito imagen:
P
a=tan"'2=33.6°
r =7cosa =5.83cm
5 L, =7sina =3.87cm
L, =3.61- 3.87=-0.26cm
3 N _azaaalo 1 288 -026 387 ¢
$0 2688 10° 005 1583 367 583 ¢
Cto.rea: L, =3cm, L, =0, r =1cm Campo total
B=.p @Ml ® 3 0 g _( 0.949+0.103+0467- 0087)" 10°
* S 102 T 7 5
Cto. imagen: L, =3cm, L, =0, r =5cm B=-a, (0.932) 10T (aprox. 0.1G)
B = eemJI 0 1 33 3 9
HCp 55 1024 T +5 4
L os tramos inclinados pueden calcularse asi:
a) circuito real:
a=tan'2=33.6°
r =3cosa =2.5cm
L, =3sina =1.66cm
=+2?+3%-1.66=3.61- 1.66=1.95cm
aETaI 0 1 & 166 195 ('2'

B=

840 25 102 166 +25 \/1952+252
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