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Capitulo 5.
Energia Magnética.

5.1 Relacion entre trabajo Eléc-
trico y flujo magnético en un cir-
cuito estatico.

Fig.51a |

r
En

En € circuito Gde lafiguralafuente de fem efectda un
trabajo para mantener la corriente |. Desde €l punto de
vista de la teoria de campos €electromagnéticos cada
particula de carga (q) esta sometida a la fuerza elec-

tromagnética. F, =q(E+Vv" B), donde V es la
velocidad. Para que ésta sea constante, la fuente de fem
debe producir una fuerza de igual magnitud y sentido

opuesto, de tal manera que en un desplazamiento dI
aquella efectla el trabgjo.

dW, =- q(E+Vv’ B)-dI sobre cada portador
dW, =- q(E+ v’ B)+(vdt) = qv-Edt

Fig. 5.11 b Relacion entre carga movil y elemento de
corriente unifilar

Un circuito
de corriente
conR=0

I
Jo—pv <& /=

<

d dl

Qv « ldl« JqdS« JdV
dW, =- I E«dldt , sobre cada elemento de longitud

en G Parahallar el trabajo total desarrollado por la
fuente de fem en toda la longitud del circuito:

W, =@ (- I dtE-dl) =- | dt@y E~d

a@lFo

dw, = =1dF (5.)a

Expresion dlferenC|aJ que relaciona el flujo magnético
con €l trabajo eléctrico. Como € circuito no posee R
tal trabajo queda almacenado en €l campo magnético
debido a | (proceso reversible) y podemos escribir:

dw, = IdF , = du (5.1) b
—
diferencial de energiamagnética
El flujo magnético es € total (Concatenado) :
du_=IdL

m

BDc

Ejemplo 5.1:

Energia magnética de un circuito en funcion delaauto-
inductancia.
Sabemosque: | =LI dl =Ldl
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Delaec. (5.1)c: dU , = IdL = LIdI

2"
_LQ Idi _LZG 0 _%(lf)2

donde ! " esel valor flnal de la corriente.

L
Como el proceso esreversible: U, :E(I ")? (5.2

Ejemplo 5.2:
Energia magnética de dos circuitos estéticos:

Fig.52a @ Q

dU,, =1dL siendo necesariousar e |, . Asu-

miendo que las corrientes tienen valores nulosy finales
I,"el,. Del principio de superposicion:

2 2
=aldl, dL =§dL,
i=1 =1
dL,=dL,+dL, =Ldl, +Mdl,
también: dL, = Mdl, + L,dI,

Reemplazando:

=L Ld,+MlLd, +Mldl, +L1.dl, ...()
La energiatotal no depende del proceso por €l cua las
corrientes alcanzan sus valores finales. Se calculala

energia magnética usando 2 métodos:
a) Variacion independientes de las corrientes:

1,=0 I,=al’ (0<a<))
d,=0 dl,=1,'da
Un, =L@l )1, da)
En (i): 1
U =Ll g ada =21, )
o f _ f
Ahora W=l Iz_ali
dl,=0 dlz— ,'da
En (i): dU,, 1,'da +al,'L,l, da
U,, =M Q da +L,(1,)* (), ada
L,

U :MII "+ I
m2 2( )

Tota: U, =U,,+U,,

_L1 f\2 I—g f\2 f f
_E(Il ) +?(|2 YMU)(1,) (53

Nota: para el andlisis en €l estado estacionario no es
usual escribir el superindicef en (5.2) y (5.3)

b) Variacién en concordancia de las corrientes:
I,=al,” lal,) d,=1da dl,=1,"da
En (i):
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du_=Lal,'l,'da+Mal,'l, da

+Mal,'I,"da +Lal,'l, da
Uy =201+ MO0, )+ 221,
gue coincide con (5.3)

5.2 Relacién entre trabajo mecéanico y
flujo magnético en un circuito mévil:

B |

Fig.54a
dl

Conocemos lafuerza E.M. sobre el elemento de co-
rriente unifilar: F =1dl” B, paraque este elemento
pueda desplazarse en € espacio a velocidad constante

serequiere una fuerzamecénica: F, . =-1dl” B
Si el elemento se desplaza ds luego € trabajo mecanico
es dW, =- Idl” Beds

El circuito G efectia un desplazamiento ds en €l Inter-
valo dt. Observamos: ds, = dl xds

Sobre cada dl se efectlia el trabajo mecanico:
dW,, =-Idl” B.ds=1B.dl” ds=IB-ds,

Paratodo G QdV\/dI =dW, . = Q IB-ds,

Estaintegral se calculacomo en (4.2.2):
En (t+dt):

QB-ds:O: QB-ds3- qB-d§+QB-d%
O:dFm+QB-ds3
Q 'B-ds; = dW,, =-1dF ,

dW, . =-IdL (5.4
Si el sistemaesreversible, este trabajo queda almace-
nado como energia potencial.

Ejemplo 5.3:

Trabajo mecanico y flujo magnético para el generador
linea (4.3.2)

Few =ila,” By, =- iIBan
Free =11Bpa,

Fig. 5.5 b
>

—— Froec y
_> \Vi

- |

fem

+
a

Few. =il " Bya, =-ilBja, F =ilBa,
El trabajo mecénico de esta fuerza:

dW =F «ds= iIBoay -dyay =ilB,dy
El F es

F.= QB-ds: B.a,+(- yla,) =- Byl
dF , =- Bldy

idF , =-iB/dy =- dW,,. segiinlaec. (5.4)

5.3 Flujo Magnético, energia almace-
naday trabajo desarrollado por un cir-
cuito:

Laec. (5.4) no toma en cuenta el trabajo eléctrico para
mantener la corriente |; en el jemplo 5.3 se expresa
por la omisién de la autoinductancia del circuito. En
generd , € trabajo el éctrico de las fuentes independien-
tes en parte se convierte en trabajo desarrollado por €
circuito y en parte se almacena como energia magnéti-
ca; un g emplo concreto son |os motores.

dW, =dU,_ +F-ds (5.5)a
IdL =dU, +F.ds (5.5)b
donde: F eslafuerzaE.M.y dW = Feds+IdL
Ejemplo 5.4:
Aplicacion delaec. (5.5) a motor linea (4.3.4)
21 | > x
L
R ® }
B =Boay |CEMt—p Fen=F
Vo==_ +
Yy  Fig.56 -

F= ”Boay Ltotal =L mitwo T L propio
L =Ba,+(yla,) +LI =By +LlI
dL =B,ldy+ LdI

ldL = IB,ldy+LIdl =F.ds+dU,,
si despreciamos R: dW[, = IdL
incluyendo R: dW, = | *Rdt + IdL

Hallaremos la energia total eléctrica entregada por la
fuente (seasumiraquef, =0y L =0):
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Y/ é 2 U
| =L expe (B)) tyg
R é mR U
_ s _Vo ¥ € (B)’ U
va = Q Voldt —EQoeng' TR tHdt =
2 .2
_Vim _ &, 0

laenergiacinéticafina delabarra abes
,2

1 2_1 &Y, 0

— v, :—m(;—+

2 2 E&Bl g

y laconversién de energia el éctrica en calor:

2 .2
(iIZRdt Vo éoe(pg 2B tzdt mae/ 0
R g MR eBol

Se cumple laley de conservacion de Ia energia.

5.4 La energia magnética en términos de
los vectores de campo:

Las secciones anteriores tratan la energia magnética
como s ella estuviese concentrada en las corrientes;
aqui se tratard de conceptuar la energia magnética
asociada con los vectores de campo y distribuida en €l

espacio.

5.4.1: LaUnyA:

Sea un circuito con corriente estacionarial, de la ec.
(5.2):

Fig. 5.7 |

dl

Lz (L) _F

"2 2 2
1. oy
Delaec. (1.13):U, ‘EQA'O" | ‘EQA'O" (5.6)a

U

Recordando las relaciones para elementos de corriente:
Qv « ldl« JqdS« JdV

y puede probarse |as siguientes relaciones:

U,=3 QJS-A ds (5.6)b
U, :EQJ-A dv (5.6)c
Ejemplo 5.5:

Un solenoide infinito ideal (ver gemplo 1.6)
Js =nla,
Al - =3 mnlaa,

U, =1q, (Nla,)-( mnlaa,)(2padz)
energia en un segmento de longitud “1”.
U, =im(nl)*(pa’)l
energia por unidad de longitud:
Voo oa
evaluando lainductancia por unidad de longitud:

2§|L92—1 (nl)2(pa2)

%9‘ mn(pa®) enH/m

542Uy, ByH:

Para hallar esta relacion partiremos de la ec. (5.6)c,
rgcordando que:

N H=J

U = % Q N~ H.AdV

m

Por identidad vectorial: .

Ne(A” H)=H+(N" A)- A«(N" H)
=H.B- A+«(N" H)

N” HeA=H«B- Ne(A" H)

Reemplazando:

U,= zQH -BdV - QN-(A' H)dv

Por €l teorema de Gauss:
Um :%QH-BdV - %Q(A H)-dS

Si se extiende V hasta que sea "todo €l espacio”, S esta
en € infinito:

1 1
A" H|-= [d§~R? |A"H|[d§~-=
A" H[~25 [dS~R* |ATHllds|~- 2
lim@A” H-dS=0

R® ¥
luego: U, =3 Q H<BdV (enetodo & espacio) (5.7)a

El desarrollo utilizado asume un medio lineal; luego:
B=rH ® U, %Q—dv (5.7)b

U, :g(‘gm—l 2dv (5.7)c

Unainterpretacion de las ec. (5.7) es que la energia
esta distribuida en todo el volumen del espacio con

densidad: Yn =u,=3H-B (5.8)
av
Ejemplo 5.4.3:
Repetir el gjemplo 5.5, se sabe que B = mynla,
2 nI 2
Luego: Un, =—=—m’( )

2m, 2
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. . m(nl)? my(nl)? mil? é, c 1 U
U, =du,dv =m0 g - a?)l U, =0 nS. 2@ p)@Ed- b))
m = Q%m Q 2 2 (pa’) ™ 42 - bz)zg b 4( X )H
.. nl )2 ; - -
por unidad de longitud: ?%9: %(2) (pa®) ) Paar >c B=0 U, =0
[ Energiatota: U,, =U,, +U,, +U, +U
2
5.4.3 Caélculo de L usando el método de También: U L
la energia: 2
El concepto de las ec. (5.7) permite hallar L de un Lueso: L = U
sistemaen € cual se conoce H y B en todas partes. €g0: | 2
Ejemplo 5.7: L:nl,l%i+iln9+%(?c“lnE
Inductancia por unidad de longitud para unalinea co- % 2 a (c°-b) 8 b

axial.

ENJN

2 12 2 2 ud
[ ' Cable coaxial \ -—(c"-b)(3c™- b )%

Gen U /‘ R, Si | =1 obtenemos L por unidad de longitud en H/m
I, b
L il |j ml, b
a

El término central: ,asociadoconel F |

eterno alos conductores se llama "inductancia exter-
na'. Lainductanciainterna de un conductor cilindrico

deradio"a' es. L :ﬂ Henrys 6 L =M H/m
& S o
5.5 Energia Magnética y curva de

Histéresis:
Del capitulo 2 recordamos €l anillo de Rowland:

Lalongitud es"I" , conductor de cobre, conm= M,
i) Para:

O<r <a: QB-dI = n}JQJ-dS

.\ o =radio medio
Y| S seccion recta

_ L aerfo __mlr _m(r)
2 B—ngl = B= ! —_o0\" /]
' gﬁaz . 2paza’ tn 8(pa’)

2 Fig.5.10a
_ 2 _Mm
U, = onuml(Zpr dr)()= 160
iyPaa a<r <b B=T®lg y = ml * Por laec. (5.)b: dW, = 1dL =NIdF |
2pr 3 m 8(pr )2 (Trabajo eléctrico efectuado por lafuente)
NI
_ Y _mll? b Sabemoss H =—— dF _=S0B
U, —Q:aUmZ(ZPV dr)(I)= Ing 20r m
) N I Reemplazando:
i) Para b<r <cC QB-dl = m)QJ-dS dW, = (2pr ;H)(SdB) = 2pr ,SHdB
N éc’-r?u Observamos que: 2pr ,S =V (volumen del anillo)
Bedl =ml a5—= 0
@ &c’ - b? H Luego: dW, =VHdB
m! éc2 U Si | aumenta desde o hasta alcanzar la saturacion el
! B= - &r 3a1' trabajo total eléctrico es: W, =VQB:: HdB
m°

éc’ , U
Uy, = a— - 2C°+r 7
" epl(ct- ) Er 0

40
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A B
Fig.5.10b B
Curvade
magnetiza-
cion » H
H
Estetrabagjo esigual ala U ; entonces:
_U, _ B
Um - d_V - Q:O HdB (59)

densidad de energia magnética.
Obsérvese que si € material eslineal, entonces:

B .
H =— y seobtienelaec. 5.8
m

Si la corriente es alterna, entonces el érea del lazo de
histéresis es el W], neto por unidad de volumen:

W, :\%:@HdB

B A

(5.10)

Fig.5.10 ¢

Al fina de un ciclo completo el estado magnético del
material es el mismo que a principio; luego la energia
magnética es la misma; entonces la ec. 5.10 representa
una pérdida de energia que aparece como calor por
unidad de volumen y por ciclo de la corriente alterna.

5.5.1 Ecuacion de Steinmetz:
Es una férmula empirica que da la potencia perdida
como calor en watt por unidad de volumen:
h B, "° enwm?
Rango: 1000G < B < 15000G
h = 0.001 (acero a silicio) Silicon Steedl
=0.002 - 0.004 (Feee dulce) Soft Iron
= 0.03 (acero moldeado) Hard Cast Steel
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5.6 Célculo de Fuerzas y Torques por
el método de la energia:

Este calculo se basaen laec. 5.5b:

IdL =dU, +F.ds

sea €l caso de un circuito unifilar; de 5.4.1 sabemos:

F_I LI ldL
U =—™ =— Juego: dU_=——
" 2 2 " 2
gue seinterpreta como el cambio en la energia para
mantener | cte., paralo cual lafuente externa efectia el

trabajo diferencial dw, , reemplazando:
dw, =2dU,_ = dU,_ +F.dS
F.dS=dU_=NU,_.dS

\ F=+NU_ | e (5.11)a
Esta ec. Permite calcular lafuerza magnética sobre un
circuito si se expresa U, como una funcién de una

variable adecuada (ver iemplos). Si € circuito esta
dispuesto de tal forma que pueda rotar, entonces:

t:M
fa

El procedimiento puede extenderse a cualquier sistema
magnético lineal; si tal sistema no contiene fuentes de
fem externas:

dW, =0=IdL =dU,, +F.dS

(5.11)b

[1=ce

FedS=-dU ,
F=-NU_|, - (5.12)a
U,
t=- Whm (5.12)b
Ejemplo 5.8:

Una bobina compactatiene N espiras, corriente |, y se
ubica en el mismo plano que un conductor unifilar
infinito con corriente 1. Hallar 1a fuerza sobre la bobi-
nay el torque alrededor del ge x

I 0 P}
A <
[ X0y al2
Fig.511a P x
- > al2
dr

Calculemos la energia magnética segun ec. 5.3
Um :EL1|12+%L2|22+M|1|2
luego: F = +|<|Um||1’|2:Cte
como L, =L, =cte, entonces:
NU_ =1,1,NM
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) _ml, m, en un campo B gue no depende de aquella,
cdculodeM: B, = 2pr g entonces: =m-B (5.13)e
_ o ml; __mla, x+b /'/'
F,= o(adra )=- 2"-In—=-— /v
270 % 2pr % % 2p X ijm
_ ml,Na, x +b Fig. 5.12 /V/V
L, =- 2 In %
dL Na +b
M=o MR % Ejemplo 5.9:
dl, 2 X

Paraevaluar NU _ debemos expresar M como una
funcion de x y luego reemplazar X = Xo:

M, = %NalnX+b
(X) 2p X
F=+RU_=+1,1, dm a = myNabl, I,
dx 2p x(x+b)
. ZM@ fza. de repulsion
2p %y (% +D)
Nota: esla misma que se calcularia usando:
F=I1"

Para hallar €l torque suponemos un giro de la bobina
alrededor del gex:

ay

Delafig: cosa =- CcOSq
F, = Qz B,,«dS, = Qz B,, cosa dsS,

a +b
F,=- szpl cosqlnXO
L, =- myNI,acosq InX°+b
2p %o
M _dL, _ mNacosq InX°+b:M
di, 2p X,
¢ _ a4y, ) 2dM _ mNI,l,asing InX°+b
dq 2 X

El signo (+) indicaen el mismo sentido de q

5.6.1 Expresiones particulares para Up:

Para el calculo de fuerzas, conviene en ciertos casos

modelar ala parte del sistema sobre la cual se determi-

natal fuerza como se indica a continuacion:

i) Dipolo en campo externo: Si laparte del sis-
tema mencionado puede caracterizarse por un

42

Unaespiracircular deradio a(L = 0, resistenciaR) esta
en el plano z = 0. Un imén de volumen V' y magnetiza-
cion My se algjadelaespiraalo largo del gje z con
velocidad cte. Hallar

(a) corriente en laespira

(b) m delaespira

(c) fuerzadeinteraccion

Asumiendo z grande comparada con € imany laespira
usaremos una aproximacion dipolar (ver cap. 1):

_mém, 3mRu

B R- R=-
21~ 4p 8R3 Rs H za,
m, =MV =M Va,
821 :ﬂeM 0\3{87 +3(Movaz2'(' Zaz) (_ Zaz)l:I
4p 8 z z i
_mMVa, _mm,
BZl - 3 £ = 3
pz pz
(8 Fujototal enlaespira:

. MV
F2:F22+F21:/KI+821SZ n‘ljm (p )
[fem| = ‘dF2| 3mMyVa’ dz _ 3mMVa’

dt | 272 dt 27+ 0
_ | fem,| _ 3mMva’y,
R 2Rz

El sentido dei se calculapor laley de Lenz:

&% B, (decrece)
i Antihorario para
ayudar aBy;
(b) por definicion: m, =iS, =i(pa’a,) =
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4
m, = 3n])M0V4a V, a
2Rz
(3) Delaec. 5.13, considerando que la espira no influ-
yeene campodel iman:U =B, sm, energiadela
espiraen e campo del iman.
F,, =- NU__ (no hay fuentes independientes de fem)

_ du, _ _ démMyV)a‘vu
F21 =" a=-—-@a 7 L,J z
dz dZe 2Rz U
21(mM V)2a*
F, = (MM, 8) A Y% a, (atraccion, ver fig.
4Rz

5.13), por laley de newton: F, =-F,, lacalidad de
lafuerza confirmalaley de Lenz

ii) Cuerpo material magnetizable en campo externo:

Fig. 5.14

M, esla M inducidapor e B,

dv F=+NU_ (5.14)b

int

Um:EQ Bext.M

cuerpo

int

Ejemplo 5.10:

Levitacion magnética: Se tiene un solenoide con co-
rriente |, n espiras por unidad de longitud, con su gje
vertical . Dentro de éste se introduce una barra cilindri-
cadelgada de radio a, de material diamagnético. Ha-
lar:

(8 Fuerzamagnéticaen labarra

(b) 1 paraequilibrar el peso de labarra (densidad

dy longitud d)

I@y

3
v

il

H

Fig. 5.15

Campo creado por & solenoide: H, =-nla, (ver

capitulo 1), como la barra es delgada, entonces las
condiciones de contorno en la superficie lateral dela

barra establecen: H, =H, =-nla,
Por teorema del capitulo 2:
M, = (k, - D(- nla,)

(a)delaec.5.14a_'Um:%Qbar Byo'M , dV

donde: B, =-mnla, M, =(k,-1(-nla))
43

Solo seincluye el volumendonde B 1 O; asi:

U, =3(k,- Dm(nl)*(pa’y)
Delaec. 5.14 b:

P, =2a, =4k, Im(n e
omo €l cuerpo es diamagnético (k- 1) <0, asi F

estadirigido hacia arriba, la barra es repelida fuera del
solenoide.

(b) Para equilibrar el peso de la barra:
im(- k,)pa’(nl)* =dgpa’d

€ 2dgd U
_¢ gl
amn’(- k) g

5.6.2 Diversas aplicaciones de la fuerza

por interaccién magnética:
Demostracion experimental delaley de Lenz

Fig.5.16 &

Fig. 5.16 b:

Inicialmente el electromagneto no tiene corrientey €
flujo magnético através del anillo es cero.

Al cerrar el SW aparecei en € conductor en sentido tal
QueseoponeaB del y lafuerzaF repele d anillo; si
en éste se practica un corte radial no existiria"i" y €
anillo queda en reposo (ver giemplo 5.4 considerando
que el imén se acerca ala espira)

Levitacion de magnetos permanentes sobre materiales
superconductores.
Fa)
N S

Casquete
supercon-

Fi g.5.17 ductor

El iman queda suspendido en € aire sobre €l casquete
superconductor debido alainteraccién con las corrien-
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tesi de Foucault inducidas en éste (ver geemplo 5.9
considerando R ® 0)

Notaalafig 5.17:

En los superconductores € flujo magnético no puede
penetrar y el campo tiene €l aspecto que se muestra
(Efecto Meissner) Ver 3.6

Conductor —_——
normal Super
conductor

Campo magnético giratorio: Fig 5.18 a
By

Se muestra un nucleo toroidal de Fe con un arreglo de
6 bobinas; las bobinas alimentan por pares secuencial-
mente en el tiempo con corriente continual en (i), (ii) y
(iii), en (iv), (v) y (vi) lacorriente | invierte su sentido.
Si este proceso se efectlia con una transicion continua
entre cada estado el resultado es un campo B giratorio,
paraello se utiliza corriente trifasica (una de las venta-
jas detal corriente eslaposibilidad de generar estetipo
de B())

c;g @A )
c@ \%1
-—L—JWYJ@?—A

B, B

Si se coloca un conductor en el espacio donde existe B
éste experimenta un torque y gira.

Fig. 5.18 b «— Anillo conductor

Mesa aislante
__Ndcleo toroidal

con aimenta-

cion trifasica

Lavelocidad de rotacién del anillo es diferente de la
velocidad de rotacion de B (deslizamiento)

El anillo conductor gira alrededor del gje vertical por
accion del B rotatorio (principio del motor de induc-
cién trifasico) 6=m~ B hastaque M sea paraelo a
B, pero como B gira esto no sucede y € giro se man-
tiene

Motor de induccién monoféasico de polo blindado:
(shaded-pole)

B (simétrico)

Disco conductor

Fig.5.19a

Vac Electromagneto

El By del electromagneto con AC monofasica produce
corrientes de Foucault, pero por ser simétrico el torque
esnulo (el disco se calienta)

B (simétrico)

Polo som- Disco conductor

breado

Fig.5.19b
Vac g

Electromagneto

El B asimétrico resultante por accién de la placa con-
ductora cubriendo media cara del polo equivale aun
imén que se desplaza de la zona “no blindada” ala
blindada. El torque neto asi generado hace girar al
disco conductor.

Ejemplo 5.11: Uso de electromagnetos
para levantar pesos:

El nicleo en formade U posee m® ¥ ; laarmadura
esta unida ala carga (también posee m® ¥ ) Seccion
del gap; = 2S seccién del gap, = S
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Notar que €l polo conico gjerce unafuerzadoble; s €
peso es incrementado cede primero el polo coman.
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